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Teoria degli insiemi 
1.1 Nozione di insieme 
 
 La nozione di insieme è considerata primitiva, cioè non deriva da nessun altro 
concetto e viene intuitivamente data senza bisogno di una definizione che la 
specifichi, nel modo seguente: 
un insieme è una collezione “ben definita” di oggetti, che vengono detti elementi 
dell’insieme. 
 Con le parole “ben definita” si intende che è stato assegnato un criterio univoco 
che consente di decidere se un certo oggetto è elemento di un insieme oppure no.  Si 
considerino i seguenti esempi: 
- la collezione degli studenti iscritti all’Università degli Studi di Bologna è ben 
definita, quindi è un insieme; 
- la collezione degli studenti alti iscritti all’Università di Bologna non è ben definita 
(perché il concetto di studente alto non è definito univocamente), quindi non 
costituisce un insieme; 
- la collezione delle automobili abbastanza veloci non è ben definita (perché non è 
chiaro cosa si intenda per automobile abbastanza veloce), quindi non costituisce un 
insieme; 
- la collezione delle città grandi non è ben definita (perché non è chiaro cosa si 
intenda per città grande), quindi non costituisce un insieme; 
- la collezione delle città italiane con più di diecimila abitanti è ben definita, quindi è 
un insieme; 
- la collezione delle regioni italiane è ben definita, quindi è un insieme; 
- la collezione delle automobili FIAT è ben definita, quindi è un insieme; 
- la collezione degli alunni di una classe che hanno un bel nome non è ben definita 
(perché il criterio che caratterizza gli elementi della collezione è soggettivo), quindi 
non costituisce un insieme. 
 Si è soliti indicare gli insiemi con le lettere maiuscole: A, B, X,...; mentre gli 
elementi con le lettere minuscole: a, b, x,.... 
 Per indicare che un elemento x appartiene all’insieme A scriveremo: 
    
(si legge: “x appartiene ad A”) 
viceversa, per indicare che esso non appartiene ad A, scriveremo: 
    
(si legge: “x non appartiene ad A”). Ad esempio se indichiamo con P l’insieme dei 
numeri naturali pari, si ha che 2∈P, ma 3∉P. 
 
 
1.2 Rappresentazioni di un insieme 
 
 Ogni insieme può essere rappresentato nei seguenti modi: 
 
1. elencando gli elementi tra parentesi graffe si realizza una rappresentazione 
dell’insieme che si dice analitica o tabulare o per elencazione: ad esempio, 
l’insieme delle vocali dell’alfabeto latino può essere rappresentato come segue 
   ; 
 
2. visualizzando gli elementi mediante punti (od altri oggetti) all’interno di una 
figura piana (che solitamente ha per contorno un’ellisse, un rettangolo, ecc.) si 
ottiene una rappresentazione dell’insieme che si dice grafica o diagramma di 
Eulero-Venn: ad esempio nel caso dell’insieme delle vocali dell’alfabeto latino si ha: 
 
 
                                            V 
                                                           • e 
                                                 • a                 • i 
 
                                                   • o          • u 
 
 
 
3. enunciando una proprietà che caratterizza esattamente gli oggetti che sono 
elementi dell’insieme si ottiene quella che viene chiamata rappresentazione per 
caratteristica: se indichiamo con P(x) la proprietà che caratterizza un generico 
elemento x di un insieme A che si vuole rappresentare, scrivendo 
    
(si legge “A è l’insieme degli elementi x tali che soddisfano la proprietà P(x)”) 
individuiamo tutti e soli gli elementi di A. Ad esempio se si considera il seguente 
insieme rappresentato per elencazione 
    
la sua rappresentazione per caratteristica è: 
   1 
(si legge: “X è l’insieme dei numeri x tali che x è uguale a 2n, con n che assume i 
valori naturali maggiori o uguali a 2 e minori o uguali a 5”. Analogamente 
l’insieme: 
    
                                                            
1  indica l’insieme dei numeri naturali (si veda il capitolo. 2). 
può essere rappresentato per caratteristica nel modo seguente: 
   2  
poiché una proprietà P(x) che accomuna tutti e soli gli elementi di B è quella di 
essere numeri reali  con il quadrato uguale a 4. 
 
 Si osservi ora che la rappresentazione per elencazione e quella grafica risultano 
comode per gli insiemi con un numero finito e piccolo di elementi, mentre la 
rappresentazione per caratteristica è adatta agli insiemi con un numero elevato, o 
addirittura infinito, di elementi: in tal caso infatti sarebbe scomodo o persino 
impossibile scriverli tutti! 
 E’ necessario, inoltre, sottolineare che gli elementi di un insieme non sono 
“ordinati”, ossia non importa l’ordine con cui vengono elencati quando si utilizza la 
rappresentazione tabulare: ad esempio si può scrivere indifferentemente 
    o . 
 Sono inoltre ininfluenti le ripetizioni degli elementi, ossia il numero di volte in 
cui un certo elemento viene scritto all’interno della rappresentazione: ad esempio le 
seguenti rappresentazioni dell’insieme B contenente i numeri naturali 5, 6 e 7 sono 
equivalenti: 
   ,  . 
 Si noti, sempre a questo proposito, che l’insieme delle lettere della parola 
“MAMMA” ha due elementi! 
 
 
 
1.3 Insieme vuoto 
 
 Un insieme privo di elementi si dice insieme vuoto. Tale insieme, che per 
definizione è unico, viene indicato col simbolo ∅. 
 Sono possibili varie rappresentazioni, per proprietà caratteristica, di tale insieme, 
ad esempio: 
    
    
   3. 
 
1.4 Sottoinsieme 
 
 Siano A e B due insiemi. Se ogni elemento di A è anche elemento di B, si dice 
che A è sottoinsieme di B oppure che A è incluso o contenuto in B. In simboli si 
scrive: 
   . 
                                                            
2  indica l’insieme dei numeri reali (si veda il capitolo 2). 
3  indica l’insieme dei numeri razionali (si veda il capitolo 2) 
 In questo caso si dice anche che B è sovrainsieme di A oppure che B include o 
contiene A e la seguente scrittura in simboli è equivalente alla precedente: 
   . 
 Ad esempio sono corrette le seguenti scritture: 
  
   4 
 . 
 
 Con il simbolo ⊆ è contemplato anche il caso in cui A e B hanno gli stessi 
elementi, ossia si può scrivere, per ogni insieme A: 
    . 
 Se invece, dati due insiemi C e D, si ha che ogni elemento di C appartiene a D, 
ma esiste almeno un elemento di D che non appartiene a C, allora si dice che C è un 
sottoinsieme proprio di C e, in simboli, si scrive: 
   . 
 Se si considerano, ad esempio, i seguenti insiemi: 
    
si ha che B è sottoinsieme proprio di A, e quindi, in simboli, si scrive B ⊂ A (anche 
la scrittura B ⊆ A è giusta, ma meno precisa), mentre C non è sottoinsieme proprio 
di A, poiché A e C hanno gli stessi elementi, perciò, in simboli, si scrive: A ⊆ C  e 
anche C ⊆ A (è sbagliato scrivere C ⊂ A così come A ⊂ C). 
 
 
 
1.5 Uguaglianza tra insiemi 
 
 Due insiemi A e B tali che ogni elemento di A appartiene a B e viceversa, si 
dicono uguali. Dunque si ha, in simboli: 
   . 
 Ad esempio valgono le seguenti uguaglianze tra insiemi: 
    
                                                            
4  indica l’insieme dei numeri interi (si veda il capitolo 2). 
 Dalla definizione di uguaglianza tra insiemi si deduce in particolare che, nella 
rappresentazione tabulare di un insieme, non si deve tenere conto dell’ordine con cui 
gli elementi sono elencati, né dell’eventuale ripetizione di alcuni elementi. Del resto, 
come già osservato nel paragrafo 1.2, un insieme è caratterizzato solo dal tipo di 
elementi che lo costituiscono. 
 
 
 
1.6 Unione, intersezione, differenza tra insiemi 
 
 Dati due insiemi A e B, si dice unione di A e B, indicata con  (si legge “A 
unito B”) l’insieme di tutti gli elementi che appartengono ad A oppure a B, ossia 
l’insieme degli elementi che sono contenuti in almeno uno dei due insiemi. In 
simboli: 
    
(il secondo membro dell’uguaglianza qui sopra costituisce la rappresentazione 
mediante proprietà caratteristica di ). 
 La rappresentazione mediante i diagrammi di Venn di  è la seguente: 
 
 
 Se si considerano, ad esempio, i due insiemi 
    e , 
la loro unione è la seguente: 
   . 
 L’unione tra insiemi soddisfa le seguenti proprietà: 
    proprietà commutativa 
   proprietà associativa 
     proprietà di idempotenza 
    esistenza dell’elemento neutro: ∅ 
 
  proprietà di monotonia 
  
 
 Dati due insiemi A e B, si dice insieme intersezione di A e B, e si indica con 
 (si legge: “A intersecato B”), l’insieme costituito da tutti e soli gli elementi 
che appartengono sia ad A  che a B. In simboli si scrive: 
    
(il secondo membro dell’uguaglianza sopra costituisce la rappresentazione per 
caratteristica di ). 
 La rappresentazione grafica di  è : 
 
 Si considerino gli insiemi  A e B sopra definiti. Si ha allora: 
   . 
 L’intersezione tra insiemi soddisfa le seguenti proprietà: 
   proprietà commutativa 
  proprietà associativa 
    proprietà di idempotenza 
   esistenza dell’elemento assorbente: ∅ 
 
 proprietà di monotonia 
 
 
 Valgono inoltre la proprietà distributiva dell’unione rispetto all’intersezione: 
    
e la proprietà distributiva dell’intersezione rispetto all’unione:  
   . 
 Nel caso in cui i due insiemi considerati A e B non abbiano elementi comuni, 
cioè , essi si dicono disgiunti. Ad esempio se si considerano  e 
, questi sono disgiunti. 
 
 Si dice differenza tra due insiemi A e B , e viene indicata con  (si legge: “A 
meno B”), l’insieme costituito dagli elementi che appartengono ad A ma non a B. In 
simboli: 
    
e, coi diagrammi di Venn, si ha la seguente rappresentazione: 
 
 
 Si noti che i due insiemi B e  sono disgiunti, ossia, in simboli: 
   ∅=−∩ )( BAB . 
 Ad esempio siano , , . Si ha allora: 
    
 
 
 
1.7 Insieme universo, insieme complemento 
 
 Le operazioni di unione, intersezione, differenza sono state definite tra insiemi 
qualsiasi. In realtà, molto spesso, gli insiemi con i quali si opera sono “omogenei” 
tra loro, cioè sono tutti sottoinsiemi di un insieme dato U detto insieme universo (ad 
esempio gli insiemi con i quali si opera sono generalmente tutti costituiti da numeri, 
oppure da figure geometriche, ecc.). Ad esempio se si considerano gli insiemi:  
    e , 
allora l’insieme universo in cui si lavora è: 
   . 
 Fissato un insieme universo U, per ogni insieme , si definisce insieme 
complementare o complemento di A l’insieme , ossia la collezione di oggetti 
dell’insieme universo che non appartengono ad A. Tale insieme viene indicato con 
uno dei seguenti simboli: 
   . 
 Se, ad esempio, , allora il complemento dell’insieme dei numeri naturali 
pari è costituito dall’insieme dei numeri naturali dispari; se invece si considerano 
 e l’insieme , si ha allora . 
 Valgono inoltre le seguenti proprietà: 
  U: elemento assorbente dell’unione 
   U: elemento neutro dell’intersezione 
 
 
 
 Leggi di de Morgan. 
 
 
 
1.8 Prodotto cartesiano 
 
 Siano A e B due insiemi non vuoti. Si dice coppia ordinata ottenuta da A e B un 
insieme di due elementi, uno appartenente all’insieme A e l’altro appartenente 
all’insieme B, in cui, è importante l’ordine dei due elementi in questione: il primo 
elemento della coppia viene scelto in A e il secondo in B. Quindi una coppia ordinata 
è caratterizzata, non solo dalla qualità degli elementi che vi compaiono, ma anche 
dal modo con cui essi vengono ordinati (ciò differenzia il concetto di coppia 
ordinata da quello di insieme di due elementi).  Una coppia ordinata ottenuta da A e 
B viene indicata col simbolo: 
   (a, b), 
in cui a∈A si dice prima componente della coppia, mentre b∈B si dice seconda 
componente. 
 Traduciamo in simboli quanto sopra spiegato: 
    
 
 Si dice prodotto cartesiano tra due insiemi A e B l’insieme di tutte le coppie 
ordinate (a, b) che si ottengono scegliendo a tra gli elementi di A e b in B. Tale 
insieme si indica con . 
 In simboli : 
   . 
 Si noti che, in generale, , cioè il prodotto cartesiano tra due insiemi 
non soddisfa la proprietà commutativa: questa vale solo se i due insiemi A e B sono 
uguali. 
 Ad esempio siano  e . Si ha allora: 
 
da cui si vede chiaramente che  per definizione di coppia ordinata. 
 Dalla definizione di prodotto cartesiano, si ha che il numero di elementi di  
è uguale al prodotto tra il numero di elementi di A e quello di B: infatti ogni coppia 
ordinata, elemento di , si costruisce scegliendo il primo elemento in A (le 
scelte possibili sono pari al numero di elementi di A), e, in corrispondenza, si sceglie 
il secondo elemento in B (le scelte possibili sono pari al numero di elementi di B). 
 Il prodotto cartesiano  può essere rappresentato sul piano utilizzando un 
sistema di riferimento cartesiano (si veda il paragrafo 5.1) nel modo seguente. Si 
dispongono gli elementi di A sull’asse orizzontale delle ascisse e gli elementi di B 
sull’asse verticale delle ordinate, si tracciano poi rette verticali in corrispondenza 
agli elementi di A e rette orizzontali in corrispondenza agli elementi di B: i punti di 
intersezione di tali rette individuano le coppie ordinate, ossia gli elementi del 
prodotto cartesiano . Tale rappresentazione si dice rappresentazione 
cartesiana di . 
 Se A e B sono gli insiemi dell’esempio precedente, si ottiene la seguente 
rappresentazione cartesiana di :  
 
                                           B 
                                                   (1,3) ( ,3) (2,3) 
                                             3 
 
 
 
                                            O                                          A 
 
                                           - 1 
                                                  (1,-1) ( ,- 1) (2,- 1) 
 
 Altre possibili rappresentazioni di  sono: 
- rappresentazione sagittale di : ogni coppia (a, b) di  viene 
rappresentata da una freccia che parte da a e arriva a b. Quindi, sempre facendo 
riferimento all’esempio precedente, si ha: 
 
                                                                     
                                          A        B 
                                                    1 • 
                                                                                     • -1                                                    
                                                 • 
                                                       • 3        
                                                     2 • 
 
 
- tabella a doppia entrata: si dispongono gli oggetti di A nella colonna più a 
sinistra della tabella e quelli di B nella riga più in alto; si disegna quindi una 
croce (“×“) nella casella corrispondente alla riga in cui si trova a e alla colonna 
in cui si trova b, per rappresentare la coppia (a, b) di . Quindi, facendo 
riferimento agli insiemi dell’esempio precedente, si ha: 
 
A  \ B -1 3 
1 × × 
 × × 
2 × × 
 
 
 
 
1.9 Relazioni 
 
 Siano A e B due insiemi non vuoti; ogni sottoinsieme non vuoto ℜ del prodotto 
cartesiano A×B è detto relazione da A a B, in simboli si ha : 
   ℜ⊆ A×B.  
 Un sottoinsieme del prodotto cartesiano che costituisce una certa relazione sarà 
determinabile scegliendo quelle coppie del prodotto cartesiano A×B le cui 
componenti soddisfano una certa proprietà (che individua la relazione). L’insieme A 
viene detto dominio  e l’insieme B codominio della relazione. 
 
Esempio 1.1 
 Siano A = {1,2,3,4} e B = {1,2,3,4,5,6}. Il prodotto cartesiano A×B è costituito 
dalle 24 coppie ordinate che si ottengono scegliendo il primo elemento in A e il 
secondo in B. Si vuole determinare la relazione ℜ da A a B che associa ad ogni 
elemento di A il suo doppio: essa è il sottoinsieme del prodotto cartesiano A×B 
costituito da tutte e sole le coppie che verificano la proprietà di avere la prima 
componente uguale a metà della seconda. Tra le 24 coppie del prodotto cartesiano 
A×B solo 3 verificano tale proprietà e cioè le seguenti: (1,2) , (2,4), (3,6). Perciò la 
relazione ℜ è la seguente: 
   ℜ = {(1,2), (2,4), (3,6)}. 
 
 Per indicare che la coppia (a,b) ∈ A×B è elemento di una certa relazione ℜ, ossia 
che l’elemento a è in relazione con b, si è soliti scrivere: 
(*)   aℜb 
in luogo di (a,b) ∈ℜ. Riconsiderando l’esempio 1.1 si ha: 1ℜ2, 2ℜ4, 3ℜ6. 
 Per indicare invece che l’elemento a non è in relazione con b si scrive (a,b) ∉ℜ, 
oppure si utilizza la (*), però con la ℜ barrata. 
 Se A = B si ottiene un tipo particolare di relazione  ℜ, di cui definiremo più 
avanti alcune proprietà, e cioè  un sottoinsieme del prodotto cartesiano tra due 
insiemi uguali: ℜ diviene un sottoinsieme del prodotto cartesiano A×A (che può 
essere indicato anche con A2). In simboli abbiamo: 
   ℜ⊆ A2. 
 In tal caso ℜ viene detta relazione in A o su A. 
 Poiché una relazione  ℜ da A a B  è un sottoinsieme del prodotto cartesiano A×B, 
essa può essere rappresentata graficamente utilizzando i metodi già descritti a 
proposito di quest’ultimo: 
- la tabella a doppia entrata nella quale vanno disegnate croci in corrispondenza alle 
sole coppie di A×B che costituiscono  ℜ; 
- il piano cartesiano in cui devono essere evidenziati solo i punti che rappresentano 
le coppie che formano ℜ; 
- la rappresentazione sagittale che consiste nel raffigurare gli insiemi A e B tramite 
diagrammi di Eulero-Venn e nel disegnare, per ogni coppia (a,b) ∈ ℜ, una freccia 
che parte dal punto che rappresenta a e arriva al punto che rappresenta b. 
 
Esempio 1.2 
 Sia S l’insieme delle stagioni, che indichiamo, per brevità, solo con la lettera 
iniziale: 
   S = {p, e, a , i } 
e sia ℜ la relazione in S così definita: 
   ∀ x, y ∈S   xℜy ⇔ “la stagione x precede la stagione y”. 
 ℜ può essere rappresentata graficamente mediante la seguente tabella a doppia 
entrata: 
 
S  \ S p e a i 
p  ×   
e   ×  
a    × 
i ×    
 
 
oppure utilizzando il piano cartesiano: 
 
                                              S 
                                               i                  •                    
                                               a            • 
 
                                               e      • 
                                               p                      •                     
 
                                                       p    e    a    i                  S 
 
oppure attraverso la seguente rappresentazione sagittale: 
 
 
 
 
                                      S                        ℜ                           S 
                                                p •                             • p 
 
                                                e •                            • e 
                                                a •                           • a 
 
                                                i •                            • i 
 
 
      
 Sia ℜ una relazione su A : ℜ⊆ . ℜ si dice: 
- riflessiva se  ∀ a∈A : aℜa 
ossia se ogni elemento di A è in relazione con se stesso; 
- antiriflessiva se  ∀ a∈A : a a 
ossia se mai si verifica che un elemento è in relazione con se stesso; 
 
- simmetrica se  ∀ a, b∈A : aℜb ⇒  bℜa 
ossia se ogni volta che a è in relazione con b vale anche il viceversa e quindi b in 
relazione con a: in altre parole, se la relazione continua ad essere verificata 
invertendo l’ordine degli elementi; 
 
- antisimmetrica se  ∀ a, b∈A : aℜb e bℜa ⇒ a = b 
ossia se, l’unico caso in cui la relazione continua ad essere verificata invertendo 
l’ordine degli elementi, è quello in cui questi coincidono; 
 
- transitiva se  ∀ a, b, c∈A : aℜb e bℜc ⇒ aℜc 
ossia, considerando una qualsiasi terna di elementi, se si verifica che uno qualsiasi di 
questi è in relazione con un altro, e che quest’ultimo si rivela essere in relazione con 
un terzo elemento, allora si verifica anche che l’elemento considerato per primo è in 
relazione con l’ultimo. 
 
Si dice poi che ℜ su A è: 
- una relazione di equivalenza se è riflessiva, simmetrica e transitiva; 
- una relazione di ordine se è riflessiva, antisimmetrica e transitiva. 
 
Esempio 1.3 
- Sia P l’insieme dei poligoni convessi del piano reale. La relazione di similitudine e 
quella di congruenza sono di equivalenza; 
- La relazione di parallelismo nell’insieme delle rette di un piano è una relazione di 
equivalenza (risulta riflessiva purché si accetti la convenzione di considerare 
parallele due rette coincidenti); 
- Sia A l’insieme delle pagine dei libri di una biblioteca; la relazione “appartenere 
allo stesso libro” è di equivalenza; 
- Sia R l’insieme dei numeri reali; la relazione “ ≤“ definita in R è di ordine; 
- Sia A l’insieme degli alunni appartenenti ad una scuola; la relazione “appartenere 
alla stessa classe” è di equivalenza; 
- La relazione “⊆“ di inclusione tra insiemi è di ordine; 
- La relazione “<“ tra numeri reali non è riflessiva, né simmetrica, ma è antiriflessiva 
e transitiva. 
 
 Le proprietà di cui gode una relazione su un insieme si possono dedurre dalla 
corrispondente tabella a doppia entrata: esiste infatti un legame tra le proprietà 
riflessiva, antiriflessiva, simmetrica antisimmetrica e la disposizione delle croci (che 
indicano gli elementi della relazione) in una tale tabella: 
- ℜ è riflessiva se e solo se compare una croce in ogni casella della diagonale 
principale della tabella (si vedano le tabelle 1.1 e 1.2 che rappresentano 
rispettivamente una relazione non riflessiva e una riflessiva); 
- ℜ è antiriflessiva se e solo se nella tabella non compare nessuna croce sulla 
diagonale principale (si vedano le tabelle 1.3 e 1.4 che rappresentano rispettivamente 
una relazione non antiriflessiva e una antiriflessiva); 
- ℜ è simmetrica se e solo se tutte le croci che compaiono nella tabella sono disposte 
simmetricamente rispetto alla diagonale, inoltre possono esserci croci sulla 
diagonale  (si vedano le tabelle 1.5 e 1.6 che rappresentano rispettivamente una 
relazione non simmetrica e una simmetrica); 
- ℜ è antisimmetrica se e solo se nella tabella non compaiono croci disposte 
simmetricamente rispetto alla diagonale, ma possono comparire delle croci sulla 
diagonale  (si vedano le tabelle 1.7 e 1.8 che rappresentano rispettivamente una 
relazione non antisimmetrica e una antisimmetrica).  
 
 
 
          A     A     a         b         c                          A       A    a         b          c                      
 
              a        ×          ×                                        a           ×         × 
 
              b                                                              b                      × 
 
              c         ×                    ×                             c          ×                     × 
                       
      Tabella 1.1                                                 Tabella 1.2 
 
 
 
           A     A     a         b         c                            A    A    a         b          c                      
 
              a        ×          ×                                         a                               × 
 
              b                                                              b           × 
 
              c         ×                    ×                             c                      × 
                       
      Tabella 1.3                                                 Tabella 1.4 
 
 
           A     A     a         b         c                            A    A    a         b          c                      
 
              a        ×          ×        ×                               a         ×         × 
 
              b                                                               b         ×                    × 
 
              c         ×                    ×                              c                     × 
                       
      Tabella 1.5                                                 Tabella 1.6 
 
 
           A     A     a         b         c                            A    A    a         b          c                      
 
              a                    ×         ×                              a         ×         ×         × 
 
              b         ×                                                    b 
 
              c                     ×        ×                              c                     ×         × 
                       
      Tabella 1.7                                                 Tabella 1.8 
 
 
 
1.10 Funzioni 
 
 Siano A e B due insiemi non vuoti. Si dice funzione (o mappa o applicazione o 
corrispondenza univoca) f da A a B una relazione (o, in modo meno rigoroso, una 
legge) che associa ad ogni elemento di A uno ed un solo elemento di B. Se f è una 
funzione da A a B si scrive, in simboli: 
(1.1)  . 
 Un esempio di funzione è il seguente: si considerano un insieme A contenente 
misure di tempi e un insieme B contenente temperature relative ad una certo liquido 
contenuto in un recipiente e la legge f che associa ad ogni istante di tempo in A la 
temperatura (elemento in B) del liquido rilevata in quell’istante di tempo con un solo 
termometro: f così definita è una funzione; se invece si usano diversi termometri per 
misurare la temperatura del liquido nello stesso istante di tempo, si ha che ad uno 
stesso tempo vengono associati più valori della temperatura e quindi non si ha più 
una funzione, ma solo una relazione. 
 A in (1.1) viene detto dominio di f , più frequentemente indicato con Df, e B in 
(1.1) si dice codominio, più frequentemente indicato con Cf. Se x è un elemento di A, 
l’unico elemento y di B che viene associato a x attraverso f, viene detto immagine o 
corrispondente di x tramite f, ed indicato con:  f(x). Se y è immagine di x tramite la 
funzione f , si scrive: 
   y = f(x) 
anziché xfy come avviene per le relazioni. 
 Funzioni aventi come dominio un qualsiasi sottoinsieme di R 5e come codominio 
l’insieme R, si dicono funzioni di variabile reale a valori reali. Per determinare il 
dominio D di tali funzioni, ossia il sottoinsieme di R in cui esse sono definite, si 
devono escludere da R tutti quei numeri reali x per cui f(x)∉ R, come mostrano i 
seguenti esempi: 
                                                            
5 R indica l’insieme dei numeri reali: si veda il capitolo 2. 
  - se f(x) =    Df  = {x∈ R / x ≠ 0} 
  - se f(x)=    Df  = {x∈ R / x ≥ 0} 
  - se f(x)=    Df  = {x∈ R / x < -2 o x ≥ 16} 
  - se f(x) = log x   Df  = {x∈ R / x > 0} 
 
 Pertanto il dominio di una funzione di variabile reale, a valori reali, è l’insieme 
dei numeri reali che possono essere sostituiti ad x (detta variabile indipendente) 
affinché y = f(x) (y viene detta variabile dipendente, in quanto il suo valore dipende 
da quello attribuito ad x) appartenga ad R. 
 Si dice immagine di f, e viene indicata con Imf, l’insieme dei valori associati, 
mediante f, agli elementi del dominio Df . In simboli: 
   Imf = {f(x) / x∈ Df  } = {y∈ Cf  / ∃x∈ Df  : f(x) = y}. 
 Ogni funzione può essere rappresentata graficamente nel piano mediante un 
sistema di riferimento cartesiano ortogonale, disponendo gli elementi di A sull’asse x 
delle ascisse e quelli di B sull’asse y delle ordinate7. Ad ogni coppia 
 della funzione è associato un punto del piano che si ottiene 
come intersezione tra la retta verticale che incontra in x1 l’asse orizzontale del 
sistema di riferimento cartesiano e la retta orizzontale che incontra in y1  l’asse 
verticale (l’insieme dei punti del piano è in corrispondenza biunivoca con l’insieme 
delle coppie ordinate di numeri reali: si veda il paragrafo 5.1). Si ha pertanto la 
seguente rappresentazione della coppia  di  f: 
   
                                                y 
 
                                                 y1                   (x1 , y1) 
 
                                                 O              x1               x 
 Disegnando tutti i punti corrispondenti alle coppie (x, f(x)), al variare di x nel 
dominio della funzione f, si ottiene la rappresentazione cartesiana di f. 
  Si dice grafico di f il seguente insieme: 
   G(f) = {(x , y) / x∈ Df  e y = f(x)}. 
 
Esempio 1.4 
 Si consideri la funzione  così definita: 
    
                                                            
6 Ciò si ottiene risolvendo la disequazione  (per la risoluzione di questa si 
veda il capitolo 7). 
7 Si vedano  a questo proposito i paragrafi 1.8 e 1.9 sul prodotto cartesiano e le 
relazioni e il capitolo 5. 
ossia la funzione che ad ogni numero reale associa il suo doppio. Sostituendo a 
piacere alcuni valori reali ad x, ad esempio -1, 0, 1, 2, e calcolando le corrispondenti 
immagini y, si ottengono i seguenti punti appartenenti al grafico della funzione f: 
   (-1,-2), (0,0), (1,2), (2,4). 
 Rappresentando nel piano cartesiano tali punti (o almeno due di questi!) e 
congiungendoli, si ottiene il grafico di f, ossia la retta rappresentata in fig. 1.1. 
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Fig. 1.1 
 
 Qualora il dominio e il codominio di questa funzione f siano insiemi finiti, è 
possibile rappresentare f anche tramite una tabella a doppia entrata o un diagramma 
a frecce (rappresentazione sagittale), poiché le funzioni sono particolari relazioni e 
quindi le possibilità di rappresentazione sono le medesime. 
 
 Si consideri ora una funzione f: D → R con D ⊆ R simmetrico rispetto allo zero, 
ossia tale che: x∈D ⇒ - x∈D. Si dice che f è pari se risulta, per ogni x del dominio 
D: 
   f(x)= f(- x) 
 In questo caso il grafico di f nel piano cartesiano risulta simmetrico rispetto 
all’asse y delle ordinate. 
 Si dice invece che f è dispari se risulta, per ogni x del dominio D: 
   f(x) = - f(- x). 
 In questo caso il grafico di f nel piano cartesiano risulta simmetrico rispetto 
all’origine del sistema di riferimento cartesiano. 
 
 
Esempio 1.5 
 Sia f: R → R così definita: 
    f(x)= x2, per ogni x∈R.  
Poiché si ha: 
   f(- x)= (- x)2 = x2 = f(x) 
la funzione f è pari. Il grafico di f è riportato in fig. 1.2: si osservi che risulta 
simmetrico rispetto all’asse delle ordinate. 
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Fig. 1.2 
 
Esempio 1.6 
 Sia f: R → R così definita: 
   f(x) = x3, per ogni x∈R. 
 Poiché si ha: 
   f(- x)= (- x)3 = - x3 = - f(x) 
 
la funzione f è dispari. Il suo grafico è riportato in fig. 1.3: si noti che esso è 
simmetrico rispetto all’origine. 
  
   
Fig. 1.3 
 
 Una funzione  si dice iniettiva se per ogni elemento y∈B esiste al più 
un elemento x∈A di cui y è immagine mediante f, cioè se elementi diversi del 
dominio hanno immagini diverse nel codominio, in simboli: 
 
o, equivalentemente: 
. 
  
Esempio 1.7 
 Si considerino gli insiemi: 
   A = {1, 2, 3} e B = {2, 3, 4, 5, 6} 
e la funzione  così definita: 
   ∀ x∈A:  f(x) = 2x. 
 f risulta iniettiva poiché si ha: 
   ∀ x, y ∈ A:  f (x) = f(y) ⇒ 2x = 2y ⇒ x = y. 
 La rappresentazione sagittale di f è riportata in fig. 1.4: si noti non esistono 
elementi del codominio B a cui arriva più di una freccia, ossia che ad elementi 
distinti del dominio A corrispondono elementi distinti del codominio B. 
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Fig. 1.4 
 
 
Esempio 1.8 
 Si considerino gli insiemi 
   A = {-1, 0, 1, 2} e B = {0, 1, 16} 
e la funzione  così definita: 
   ∀ x∈A:  g(x) = x4. 
 g non è iniettiva, poiché -1≠1 ma f(-1) = f(1) = 1. 
 La rappresentazione sagittale di g è riportata in fig. 1.5: si noti esiste un elemento 
del codominio B a cui arriva più di una freccia (l’elemento 1), ossia che a due 
elementi distinti (-1 e 1) del dominio A corrisponde lo stesso elemento (1) del 
codominio B. 
                                            A                      g                 B 
                                                    -1 • 
                                                                               • 1 
                                                     0 •                        • 0 
                                                 2 • 
                                                    1 •                      • 16   
     Fig. 1.5 
 
 Una funzione  si dice suriettiva se per ogni elemento y∈B esiste 
almeno un elemento x∈A di cui y è immagine mediante f, in simboli: 
    
e ciò equivale a richiedere che l’insieme immagine coincida col codominio, in 
simboli: 
   Imf = B. 
 Ad esempio, le funzioni f e g, di cui si è fornita la rappresentazione sagittale 
nelle figure 1.4 e 1.5, sono rispettivamente non suriettiva (poiché 1, 5, 3 non 
risultano immagini di alcun elemento del dominio A) e suriettiva (poiché ogni 
elemento del codominio B risulta essere immagine di almeno un elemento di A). 
  La funzione “valore assoluto” (si veda il capitolo 8 per la definizione e il grafico 
di tale funzione), invece, non è né iniettiva (ogni numero reale ha lo stesso valore 
assoluto del suo opposto), né suriettiva (l’immagine coincide con R+ ∪{0}, cioè con 
l’insieme dei reali non negativi, che è strettamente contenuto nel codominio R). 
  Dunque esistono funzioni che non sono né iniettive, né suriettive; d’altra parte 
ne esistono contemporaneamente iniettive e suriettive, per cui si introduce le 
seguente definizione. 
 Una funzione   si dice biiettiva o biunivoca o biezione se essa è 
iniettiva e suriettiva, cioè se per ogni elemento y∈B esiste esattamente un elemento 
x∈A di cui y è immagine mediante f. 
 Ad esempio nessuna delle funzioni f e g di cui sopra si è fornita la 
rappresentazione sagittale è biunivoca, in quanto f è iniettiva ma non suriettiva e g è 
suriettiva ma non iniettiva. Se invece consideriamo gli insiemi: 
    e  
e la funzione:  così definita: 
   ∀ x∈A: h(x) = x + 1, 
la cui rappresentazione sagittale è riportata il fig. 1.6, possiamo affermare che h è 
biunivoca, essendo contemporaneamente iniettiva (ad elementi distinti di A 
corrispondono elementi distinti in B) e suriettiva (ogni elemento di B è immagine di 
almeno un elemento di A). 
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Fig. 1.6 
 
 Si noti, osservando la fig. 1.6, che ad ogni elemento di B arriva esattamente una 
freccia proveniente da un elemento di A e che il numero di elementi del dominio è 
uguale al numero di elementi del codominio. Vale infatti il seguente principio di 
uguaglianza (col simbolo ⏐A⏐ si indica il numero di elementi di A, ossia la 
cardinalità di A): 
 siano A e B due insiemi finiti; se esiste una funzione biunivoca da A a B, allora 
⏐A⏐ = ⏐B⏐ e viceversa. 
 
 
 
 
1.11 Funzione inversa 
 
 Si consideri una funzione )(xfy =  biunivoca da A a B: si ha allora che ad ogni 
elemento di A corrisponde uno ed un solo elemento di B e, ogni elemento di B è 
immagine di uno ed un solo elemento di A, per cui ad ogni  By∈  può essere 
associato uno ed un solo elemento Ax∈ . 
Perciò, se con la funzione f biunivoca si “passa”  dall’elemento x di A all’elemento 
)(xfy = , esiste anche una funzione g da B ad A che dall’elemento By∈  fa 
“ritornare” a Ax∈ : in simboli ( )ygx = . La funzione g prende il nome di inversa 
della funzione f  e viene indicata con 1−f . La funzione f si dice pertanto invertibile. 
Se )(xfy =  è l’equazione di una funzione matematica, si avrà 
   ( ) ( )xfyxyf =⇔=−1  
o anche 
   yxfxyf →⇔→− ::1 . 
Quando l’equazione )(xfy =  è univocamente risolubile rispetto a x, è senz’altro 
possibile avere l’espressione analitica della funzione inversa. 
 
 
f biunivoca 
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BAf →:  
ABf →− :1  
Fig. 1.7 
 
 
Esempio 1.9  
Considereremo tre funzioni illustrando come, partendo da )(xfy =  si può 
ricavare ( )yfx 1−=  e, quindi scambiando tra loro le variabili x e y, si ottiene la 
funzione inversa  ( )xfy 1−= di una funzione assegnata )(xfy = : 
2
 ) variabilile o(scambiand
2
2 xyyxxy =⇒=⇒=  
nnn xyyxxy =⇒=⇒=  ) variabilile o(scambiand  
xyyxay aa
x log ) variabilile o(scambiandlog =⇒=⇒=  
 
A proposito dell’invertibilità di una funzione il lettore ricordi il seguente 
enunciato: 
condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f sia invertibile è che essa 
sia biunivoca. 
La precedente condizione può essere anche tradotta in termini grafici, come segue: 
condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f sia invertibile è che il suo 
grafico sia intersecato esattamente  in un punto da qualsiasi retta orizzontale. 
Inoltre per ottenere, a partire dal grafico di )(xfy =  quello di ( )xfy 1−= , basta 
applicare una simmetria rispetto alla bisettrice del 1° e del 3° quadrante8. Nella 
seguente fig. 1.8 sono rappresentati i grafici delle due funzioni xey =  e xy ln= , 
l’una l’inversa dell’altra e della bisettrice di cui sopra. 
      
 Fig. 1.8 
 
 
 
 
 
 
                                                            
8 Come spiegato nel CAP.5 la bisettrice del 1° e del 3° quadrante è la retta di equazione xy = . 
 1.12 Composizione di funzioni 
 
 Dati tre insiemi A, B, C, siano g un’applicazione da A a B e f un’applicazione da 
B a C. L’applicazione g faccia corrispondere a un generico elemento x di A 
l’elemento )(xgz =  di B e l’ applicazione f faccia corrispondere all’elemento  
)(xgz =  di B l’elemento 
( ) ( )( )xgfzfy ==  di C (fig. 1.9). 
                                 A     
                                                                                      B                           C 
    g  f   
     •          • y=f(z)=f(g(x)) 
   x•  z=g(x)                    
 
      gf !   Fig. 1.9 
 
 In questo modo si ottiene un’applicazione tra A e C che associa a un generico 
elemento di A un elemento di C. Questa applicazione si chiama applicazione 
composta o funzione di funzione, indicata con la scrittura gf !  , che si legge “f 
composto g” e l’operazione viene detta composizione. Si faccia attenzione: opera 
prima la funzione g che è scritta a destra del simbolo di composizione di 
applicazioni, ossia si ha, in simboli: 
( ) ( )( )xgfxgf =! . 
 Inoltre, la f e la g si dicono funzioni componenti di gf ! . 
Ad esempio, assegnate le seguenti funzioni: 
   
R∈→
+→
xxxg
xxf
 ,:
1:
2  
determiniamo le funzioni composte gf !  e fg ! .  Per ottenere la gf !  si deve far 
agire prima la funzione g che trasforma l’elemento x in ingresso nel suo quadrato, 
quindi, sul risultato si applica la funzione f che aggiunge 1. Pertanto si avrà: 
   ( )( ) 1: 2 +==→ xxgfyxgf ! . 
Per ottenere la fg !  dapprima opera la f che trasforma l’elemento x in entrata 
aggiungendogli 1, pertanto dopo l’elaborazione di f vi è (x+1) in uscita e su di esso 
opera g  trasformandolo nel suo quadrato (x+1)2. Possiamo quindi concludere che: 
   ( )( ) ( )21: +==→ xxfgyxfg ! . 
Osserviamo ora che, se consideriamo un generico x, la sua immagine per mezzo di 
gf !  o di fg !  non è la stessa. Ciò risulta chiaro dalle diverse formule 
matematiche che esprimono l’immagine del generico elemento x nelle due funzioni 
o considerando un particolare valore, per esempio x = 3, e calcolandone le sue 
immagini. Infatti si ha:  
   
( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) 1641333
101333
22
2
==+==
=+==
fgfg
gfgf
!
!
  
e quindi la composizione di funzioni non è commutativa. 
 Date due funzioni BAf →:  e YXg →: , si dice che g è componibile con f 
quando esiste la composizione di g ed f, cioè, per definizione di composizione, 
quando Imf è un sottoinsieme del dominio X di g (infatti, è solo in questo caso che 
ha senso determinare il corrispondente di ( )af  attraverso g per ogni Aa∈ .  
Si noti allora che l’ordine con cui si compongono due funzioni è essenziale: se g 
è componibile con f non è detto che f lo sia con g, inoltre, come mostrato sopra, la 
composizione non è commutativa. 
 Siano ora f e g due funzioni tali che g sia componibile con f. Valgono allora le 
seguenti affermazioni le cui dimostrazioni vengono lasciate per esercizio al lettore: 
- se f e g sono entrambe iniettive, allora fg ! è iniettiva; 
- se g è suriettiva e Imf coincide con il dominio di g, allora fg !  è suriettiva; 
- se f e g sono entrambe biunivoche, allora anche la loro composizione lo è. 
 
Consideriamo ora una funzione BAf →:  biunivoca e la sua inversa 
ABf →− :1 . Per le definizioni di funzione composta e di funzione inversa sopra 
riportate, valgono le seguenti: 
 
(1.2)  
( ) ( )( )
( ) ( )( ) Axxxffxff
AAff
Byyyffyff
BBff
∈∀==
→
∈∀==
→
−−
−
−−
−
         
:
         
:
11
1
11
1
!
!
!
!
  
 
(il lettore faccia riferimento alla fig.1.7). 
 Poiché si definisce funzione identità una funzione da un insieme X a se stesso che 
associa ad ogni elemento x∈X  l’elemento stesso, in simboli: 
   XXidX →:   
   ( ) XxxxidX ∈∀=        , 
dalle (1.2) si deducono le seguenti identità: 
 
   Bidff =
−1!    
   Aidff =
− !1  .    
 Inoltre la funzione identità è l’elemento neutro della composizione di funzioni, 
ossia, considerando YXf →: , valgono le seguenti: 
   
.fidf
ffid
Y
X
=
=
!
!
 
 
 
1.13 Funzioni periodiche 
 
 Si dice che una funzione di equazione  )(xfy =  è periodica di periodo T (con 
T>0), se, per qualsiasi numero k intero relativo, si ha 
(1.3)  ( ) ( )xfkTxf =+  
cioè se, sostituendo x+kT a x, il valore della funzione non cambia.  
Si noti che la (1.3) ha senso solo se x e x+kT appartengono entrambi al dominio di f. 
Il più piccolo valore positivo di T per cui vale la (1.3) viene detto periodo o periodo 
principale. Di solito, se non si specifica diversamente, quando si parla di periodo di 
una funzione ci si riferisce al suo periodo principale. Le funzioni goniometriche 
trattate nel capitolo 9 sono funzioni periodiche. 
